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77. fejezet

Elektrodinamika relativisztikus jelolésmdédban
(Ebben a fejezetben: ¢ = 1)

Ismétlés: 15. fejezet: Specidlis relativitaselmélet; 16. fejezet: Relativisztikus ener-
gia és impulzus; 17. fejezet: Térid6; 65. fejezet: Magnetosztatika.

77.1. Négyesvektorok

Ebben a fejezetben a specialis relativitaselméletet alkalmazzuk az elekt-
rodinamikara. Mivel a specidlis relativitaselméletet a 15-17. fejezetekben
mar tanulmanyoztuk, most csak a f6bb gondolatokon szaladunk at.

Kisérletekkel igazolt megallapitds, hogy a fizika torvényei valtozatla-
nok maradnak, amennyiben alland6 sebességgel mozgunk. Nem tudjuk
példaul megmondani, vajon egy tirhajé belsejében iiliink-e, ha az egyenes
vonalti egyenletes mozgést végez, hacsak ki nem tekintiink beldle, vagy
valamilyen, a kiilvilaggal kapcsolatos megfigyelést nem végziink. Barmely
fizikailag helyes torvényt valahogy tugy kell megfogalmaznunk, hogy a ter-
mészet e tulajdonsdgat tartalmazza.

Ha S’ rendszer S-hez képest v egyenletes sebességgel halad az x irdny-
ban, akkor a két kiilonboz6 S és S’ koordindta-rendszerben mért id6- és
helykoordinatak kozotti osszefiiggést a Lorentz-transzformacié adja:

t—vx ,

t/: ) = )
=2 y =Yy
(77.1)
, T — vt ,
T =, 2 =2z

V1—0?

A fizika torvényeinek olyanoknak kell lenniiik, hogy a Lorentz-transz-
formécid elvégzése utan alakjuk ne valtozzon. Ez ugyanolyan elv, mint
az, hogy a fizika torvényei koordinata-rendszeriink irdnyitdsdtdl fiiggetle-
nek. A 11. fejezetben lattuk, hogy a fizika torvényeinek a forgatasokkal
szembeni invariancidja matematikailag vektoregyenletekkel fejezhetd ki.

Ha példaul van két vektorunk

A= (A4,,A,,A4,) é B=(Bg, By B.),
azt talaljuk, hogy az
A-B=A,B,+A,B,+ A.B,

kombinacié nem valtozik meg, ha valamely elforgatott 1j koordindta-
rendszerre tériink at. Mas széval, tudjuk, hogy ha az A - B-hez hason-
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16 skalarszorzat alkotja az egyenlet két oldaldt, az egyenletnek pontosan
ugyanaz marad az alakja minden mas elforgatott koordinata-rendszerben.
Tanulményaink sordn megismertiink egy operatort (lasd 54. fejezet)

o 0 0
V‘(ax’ay’az)’

amelyet, ha valamely skalarfiiggvényre alkalmazzuk, harom vektorként
transzformal6dé mennyiséget kapunk. Ezzel az operatorral definidltuk a
Laplace-operatort. Végiil rajottiink, hogy ha két vektor komponensei ko-
ziil bizonyosakat paronként 6sszeszorzunk, ezek 6sszegébol harom olyan 1j
mennyiség adodik, amelyek vektorszerlien viselkednek. A kapott mennyi-
séget két vektor wektorszorzatdnak neveztiik. A V operatorral képezett
vektorszorzatot valamely vektor rotacidjaként definialtuk.

Vektor definici6ja A= (A 4,,4A)
Skalarszorzat A-B

A derivalt vektoroperator V

Gradiens Ve

Divergencia V-A
Laplace-operator V-V=V?
Vektorszorzat A xB

Rotacié V x A

77.1. tdblazat. A haromdimenzids vektoranalizis fontosabb kifejezéseinek és operédto-
rainak jegyzéke

Mivel a tovabbiakban sziikségiink lesz a vektoranalizis soran tanultak-
ra, a 77.1. tdblazatban 6sszesitve adtuk meg az eddigiekben alkalmazott
hiaromdimenziés mennyiségekkel kapcsolatos legfontosabb miiveleteteket.
Fontos, hogy a fizika torvényeit fel tudjuk tgy irni, hogy a forgatéas so-
ran mindkét oldal egyforman transzformalédjon. (Ha példaul az egyik
oldalon vektor all, a masik oldalon ugyantugy vektornak kell allnia, igy a
koordinata-rendszer forgatasdval mindkét oldal egyforma médon valtozik
meg. Hasonldéan, ha egyik oldal skalar, a masik oldalnak is skalarnak kell
lennie, stb.)

A speciélis relativitaselméletben az id6 és a tér fogalma elvalasztha-
tatlanul Gsszefonddik, ezért a most emlitett eljarast négy dimenziéban
kell végrehajtanunk. Azt akarjuk, hogy egyenleteink bdrmilyen tehetet-
lenségi rendszerben valtozatlanok maradjanak. Ez azt jelenti, hogy egyen-
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leteinknek invaridnsaknak kell lennitik a (77.1) alatt megadott Lorentz-
transzformacioval szemben. E fejezetben azt akarjuk megmutatni, hogyan
érheto ez el. Miel6tt azonban barmibe is belekezdenénk, még tenniink kell
valamit, ami munkankat majd lényegesen megkonnyiti (és egytttal megdv
néhany félreértéstél). A hosszisig- és az idéegységet gy valasztjuk meg,
hogy a fény sebessége, ¢, 1-gyel legyen egyenld. Felfoghatjuk ezt Ggy is,
hogy azt az iddtartamot vdlasztjuk egységnek, amely alatt a fény egy mé-
ter utat tesz meg (ez koriilbeliil 3-1079 s). Az idSegységet ,egy méternek”
is nevezhetnénk. Fzzel az egységgel szamolva, egyenleteink vilagosabban
tikrozik a térid6-szimmetriat, s egytuttal minden c eltiinik a relativisztikus
egyenleteinkbdl. (Ha ez barkit is aggasztana, a ¢ barmikor visszahelyet-
tesithetdé akarmelyik egyenletbe, ¢ helyett ct-t irva, vagy altalanosabban
mindenhova c-t irva be, ahol az egyenlet dimenziéhelyessége megkivan-
ja.) Az elokésziiletek utdn most mindazt, amit a harom dimenziéban a
vektorokkal tettiink, megismételjik a négydimenzids téridében. A feladat
tulajdonképpen elég egyszerli: csak az analdgia alapjan kell dolgoznunk.
Egyediili nehézséget a jelolések kivilasztasa jelenti (hdromdimenziés méd-
szer soran ugyanis mar kimeritettiik a vektorok jelolési lehet&ségét) és az,
hogy az el6jelek idonként a szokasoshoz képest ellenkezdek lesznek.

El6szor is, a haromdimenzids vektorok mintajara definialjuk a négyes-
vektort, mint négy elembdl, as, az,a, és a.-bdl 4ll6 mennyiséget, amely
a mozgd koordinata-rendszerre valdé attéréskor t,z,y és z-hez hasonld
modon transzformalédik. A négyesvektorokra egész sereg jeldlés lehet-
séges, mi a,-t hasznaljuk erre a célra, ezen négy szamot értiink mindig:
g, Gz, Ay, 0, — Mas szavakkal, a p index a ¢, x, y és z négy értékét veheti fel.
Néhanyszor hasznos lesz, ha a harom térkomponenst egy harmasvektorral
jeloljiik, ilyenformén: a, = (at,a).

Egy négyesvektort mar megismertiink az el6zéek soran, ezt egy ré-
szecske energidja és impulzusa alkotja (lasd 17. fejezet). Uj jelolésmbdunk
szerint ezt igy irhatjuk:

Py = (W7 p)? (772)

ami azt jelenti, hogy a p, négyesvektor egy részecske W energidjabol és a
p harmasvektor harom komponensébél épiil fel.

Ugy tiinik, mintha igen egyszerii dolgunk lenne: minden harmasvek-
torhoz megkeressiik a hianyzé negyedik komponenst, és kész a négyesvek-
tor. Ez azonban nem igy van! Ennek illusztralasara vegyiik szemiigyre a
sebességvektort harom komponensével:

poodo Ay de
S U RS R |
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Mi lesz vajon az idSkomponens? Oszténdsen azt gondolnank, hogy a né-
gyesvektorok olyanok, mint ¢, x,y és z, és azt hihetnénk, hogy az idékom-
ponens
abrin
Csakhogy ez nem igaz, mert a nevezdkben levo t a Lorentz-transzformacio-
val megvaltozik. A szamlalé ugyan a négyesvektoroknak megfeleléen vi-
selkedik, a nevezdben szereplé dt azonban aszimmetriat okoz, és igy a
komponensek két kiillonb6z6 rendszerben mas és mas format oltenek.

Az elébb felirt négy ,sebességkomponens” egy négyesvektor kompo-
nenseit alkotja, csak el kell 8ket osztani v/1 — v2-tel. Ez beldthat6, hogy

ha el6szor a
mo mov
pp=(W,p) = ( ; )
n=A ) V1—02" V1 -2

impulzus-négyesvektort tekintjiik, majd elosztjuk az mg nyugalmi témeg-
gel, ezzel a négy dimenzidban invarians skaldrmennyiséggel, amikor is a

Pu ( ! M ) 774

mo V1—1v2" 1 -2 (77:4)
szamnégyeshez jutunk, amelynek még mindig négyesvektornak kell lennie.
(Invaridans skaldrral valé osztds a transzforméciés tulajdonsdgokat nem
valtoztatja meg.) Definidlhatunk tehat egy u,, ,sebességuektort” az alabbi
egyenletek szerint:

V¢ 1.

(77.3)

1 Uy
Up = ——, Uy = ——,
¢ \/1_'1)2 4 \/1_'1)2 (775)
Uy Y Uy = Yz

_ x
V1=
A négyessebesség hasznos mennyiség, felirhaté példaul vele a kiévetkezd
Osszefiiggés:

Pp = Moly,. (77.6)

Az egyenlet tipikusan olyan alakd, mint amilyennek a relativisztikusan
helyesen felirt egyenletnek lennie kell: mindkét oldalon egy négyesvektor
all. (A jobb oldal egy invaridans skaldr szorozva egy négyesvektorral, ami
tovdbbra is négyesvektor.)

77.2. A skalarszorzat

Puszta véletlennek is felfoghatjuk, hogy a koordinata-rendszert elforgat-
va, valamely pontnak a kezdOéponttol mért tavolsaga valtozatlan marad.
Matematikailag ez azt jelenti, hogy r? = z? + y? + 22 invaridns. Més
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2 =12, vagy

2?4y 422 =2 Py 2
Vajon van-e olyan mennyiség, amely a Lorentz-transzformaciéval szemben
marad invaridns? Van. A (77.1) alapjan lathaté, hogy

P22 g2 2
No, ez rendben is lenne, eltekintve attdl a szépséghibatol, hogy eljarasunk
fligg az x-tengely megvalasztasatél. Ezt azonban kikiiszoboljik, ha a most
felirt egyenletbdl még y2-et és z2-et is levonjuk. Az igy kapott mennyiség
valtozatlan marad tetszoleges Lorentz-transzforméacié és elforgatas esetén.
A haromdimenziéban felirt r2-hez hasonlé mennyiség négy dimenziéban
tehat:

2

t2—x2—y2—z.

szavakkal: forgatds utdn r’

Ez invaridans az ugynevezett ,teljes Lorentz-csoporttal” szemben — vagyis
invaridans allando6 sebességli eltolassal és elforgatassal szemben.

Mivel a széban forgd invariancia algebrai jellegli tulajdonsiag — kiza-
rélag a (77.1)-gyel megadott transzformécids szabélyoktdl, valamint az
elforgatastol fugg —, minden négyesvektorra igaz (definicié szerint a né-
gyesvektorok egyforma médon transzformaldédnak). Tetsz6leges négyes-
vektorra felirhaté tehat:

22 2 2 2 2 2 _ 2
ai’ —ay —a, —ay =a; —a; —a,; —a;.

Ezt a mennyiséget a négyesvektor ,hossza” négyzetének nevezzik. (El6-
fordul néha, hogy a tagok eldjeleit megcserélik, és az a2 + %2; +a? — a?
kifejezést nevezik hosszisagnak; erre j6 mindig tigyelniink.)

Ha az a, és b, két négyesvektor megfelelé komponensei egyforman

transzformal6dnak, akkor

a

atbt — axbw — ayby — azbz
kombindci6 invaridns (skaldr) mennyiség. (Ezt egyébként a 17. fejezetben
méar bebizonyitottuk.) A kifejezés igencsak hasonlit a vektorok skaldrszor-
zatara, a tovabbiakban két négyesvektor skaldrszorzatdnak is nevezhetjik
és a szokdsos médon egyszertien a,b,-vel jeloljiikk. Definicié szerint tehat:

auby = aiby — azby — ayby — azb,. (77.7)
Amikor két azonos indexet latunk (u helyett v-t vagy egyéb betiit is hasz-
nélhatunk), ez azt jelenti, hogy képezniink kell a négy szorzatot, 6ssze kell
adnunk 6ket, emlékezetben tartva, hogy a térbeli komponensek negativ eld-
jelet kapnak. Ezzel a jelolésmoddal a skalarszorzat Lorentz-transzforma-
cidval szemben mutatott invariancidja igy irhaté fel:

T
aubu = auby.
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Mivel a (77.7) utols6 harom tagja éppen a haromdimenziéra vonatkozo6
skalarszorzat, gyakran kényelmesebb ez a forma:

aubu = atbt —a-b.

Az is latnival6, hogy a négydimenziés hossztsdgot az a,a, alakban is
felirhatjuk:

_2_ 2 2 _2_ 2
Quay = ap — Qz — a4, —a; =a; —a-a. (77.8)

Néha egyszeriibb ugyanezt a mennyiséget ai—tel jelolni:

az = a,ay.

Most pedig példan mutatjuk be a négyesvektorok skalarszorzatanak
hasznossédgat. Antiprotonokat (p) részecskegyorsitékban a

P+P—=pP+p+p+D
reakcioval allitanak el6. A reakcié soran egy nagy energidji proton neki-
iitkozik egy nyugalomban levé protonnak (ez utébbi példaul egy, a nyalab
utjaba helyezett hidrogén céltargyban foglal helyet), s ha a bejové proton-
nak elég nagy az energiaja, akkor az eredeti két protonon kiviil proton—
antiproton par is keletkezik.! Kérdés, mekkora energidjanak kell lennie
a berepiil6 protonnak, hogy a reakcié energetikai szempontbdl lehetséges
legyen.

A valaszhoz legkdnnyebben dgy juthatunk el, ha megvizsgaljuk, ho-
gyan megy végbe a reakci6 a tomegkoézépponti (TKP) rendszerben (77.1.
abra). Jeloljik a-val a berepiilé protont, py,-val pedig négyesimpulzusat.
Hasonloképpen a targetprotont b-vel, négyesimpulzusét pZ—vel jeloljiik.
Ha a bejovo protonnak csak annyi az energidja, hogy a reakcidé éppenhogy
végbemegy, a végallapotban — azaz az iitkozés utani allapotban — egy, a
TKP-ban nyugalomban levé harom protont, valamint antiprotont tartal-
mazd részecskecsoport jelenik meg. Ha a bejovd energia egy kicsit tobb,

!Felvetédhet a kérdés, hogy miért nem a
p+p—p+pDb

vagy még inkdbb a
P+p—pP+D

reakcidkat vizsgaljuk, amelyek latnivaléan kevesebb energiat igényelnek. Azért, mert az
ugynevezett barionszim-megmaradds elve kimondja, hogy a ,protonok szdma minusz
antiprotonok szama” nem valtozhat meg. Reakcionk bal oldaldn a barionszam kettével
egyenld. Ezért, ha a jobb oldalhoz egy antiprotont akarunk hozzatenni, harom proton-
nak (vagy mds barionnak) kell ugyanott szerepelnie. [A barionszdm megmaraddsdnak
elvét Wigner Jend mondta ki 1949-ben. (A szakmai lektor kiegészitése.))
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a végallapot részecskéi bizonyos kinetikus energidval rendelkeznek és elté-
volodnak egymastol. Végiil pedig, ha az energia egy csekéllyel is kevesebb,
nincs elég energia ahhoz, hogy négy részecske keletkezzen.

Jeloljik pf-vel a részecskecsoport teljes négyesimpulzusat a végalla-
potban. Az energia- és impulzusmegmaradas Gsszefiiggései alapjan felir-
hatjuk:

p" +p’ =p°
We+ Wb =we.

Utkozés elbtt Utkdzés utan

P Py Py
77.1. dbra. A p+p — 3p+ D re-
akci6 laboratériumi, illetve tomeg-
kozépponti rendszerbdl nézve. Fel-
tételezziik, hogy a bejové proton-
nak éppen csak annyi az energia-
Py P2 Py ja, amennyi a reakcié végbemené-

séhez sziikséges. A protonokat fe-
kete, az antiprotonokat fehér kérok
abrazoljak

Tomegkdzéponti
rendszer

Laboratériumi
rendszer
L]

A két egyenletet 6sszekapcsolva:

Py + ph, = pi. (77.9)

Az eddigiekbdl az a lényeges, hogy az el6ttiink levé egyenlet négyesvek-
torokra érvényes, kovetkezésképpen igaz barmely tehetetlenségi rendszer-
ben. Ez a tény felhasznalhaté szamitasaink egyszeriibbé tételére. Eldszor
is, vessziik a (77.9) egyenlet mindkét oldaldnak ,hosszat”, ezek természe-
tesen szintén megegyeznek:

(B, + P (B, + Pp) = PLp: (77.10)
Mivel py,pj, invaridns, barmely koordinata-rendszerben kiszamithatjuk. A
TKP-rendszerben pj, id6komponense a négy proton nyugalmi energidja,
azaz 4M, a térbeli rész zérus; vagyis pj, = (4M,0). Kihaszndltuk azt a
tényt, hogy az antiproton nyugalmi tomege egyenlé a proton nyugalmi
tomegével. A kozos tomeget M-mel jeloltiik.

A (77.10) egyenlet ezek szerint igy alakul:

a,a a, b b, b _ 2
pupu+2pupu +pupu - 16M . (7711)
PPy, €s prZ kifejezéseket konnyli meghatirozni, mivel egy részecske impul-
zus-négyesvektoranak ,hossza” a részecske nyugalmi tomegének négyze-
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tével egyenld:

Pubp = W2 _p? = M.
Ezt kozvetlen szamolassal is bebizonyithatjuk, de egyszeriibb a dolgunk,
ha észrevessziik, hogy nyugvd részecske esetén p, = (M,0), ennélfogva

Pubu = M 2. Miutan azonban Pupy invaridns, barmilyen mds rendszerben
is M?>-tel egyenld. Ezt felhasznalva a (77.11)-ben:

2papz = 14M?

o
vagy

piph, = TM? (77.12)
adddik.

Most ki kell még szdmitanunk prZ = pZ’ pZ’—t a laboratériumi rend-
szerben. pfi’ négyesvektor (W, p®)-ként irhaté fel, mig pZ’ = (M,0), mi-

vel ez utébbi nyugalomban levé protont ir le. Igy pZ’ pZ’ MWe-val is egyenld

kell hogy legyen, s minthogy tudjuk, a skalar szorzat invaridns, egyuttal
egyenlének kell lennie a (77.12) egyenlet altal meghatdrozott szdmmal.
Innen

WY =17M,
s ez épp a keresett eredmény. A bejovo proton teljes energidjanak leg-
alabb 7M-mel (azaz koriilbeliil 6,6 GeV-vel, minthogy M = 938MeV) kell
egyenlének lennie, ami az M nyugalmi tomeget levonva, 6 (koriilbeliil
5,6 GeV) mozgdsi energidnak felel meg. A Berkeley-i gyorsité a protonokat
koriilbelil 6,2 GeV kinetikus energiara gyorsitja fel, s igy antiprotonokat
is el6 tudnak vele allitani.

Minthogy a skaldrszorzat invarians, érdemes minden esetben kiszami-
tani. Mivel egyenlé a négyessebesség u,u,, ,hosszisiga”?

9 9 1 v?
Uplly =Up —WT =75 — 5

Vagyis u, egység-négyesvektort alkot.

=1.

77.3. A négydimenzids gradiens

A kovetkezOkben meg kell beszélniink, mi lesz a gradiensvektor négydi-
menziés megfelelgje. Emlékeztetiink arra (14. fejezet), hogy a 0/0x,0/0y
és 0/0z harom differencidloperatort egyiittesen gradiensnek neveztik,
amely Ggy transzformalodik, mint egy harmasvektor. Léteznie kell hasonld
operatornak négy dimenziéban is. Azt lehetne gondolni, hogy a négydi-
menzios gradiens 9/0t,0/0xz,0/0y,0/0z. Ez azonban nem igaz.
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Hogy észrevegyiik a hibat, vizsgaljunk egy skalarfiiggvényt, amely csak
z-t6l és t-t6l fiigg. ¢ megvaltozdsa, amikor t-ben egy kicsiny At valtozast
okozunk és ezalatt z-et rogzitve tartjuk:

¢
Ap = —At. 7.1
Y= 5 (77.13)
Maésrészt a mozgd megfigyeld szerint
¢ dp
A —T Az + LAt
T o T

A (77.1) egyenlettel Az’ és At’ kifejezhetd At-vel. Figyelembe véve, hogy
x-et rogzitve tartjuk, vagyis Ax = 0, irhatjuk:

At
A / = —71} At, At/ - .
v V1—1? V1—1?
Ennélfogva
[ ( v > Oy < At > <(’990 &p) At
Ayp = — Al | —m== | = = — —_—.
8([) V1 — 02 ot V1 — 2 ot 81‘ V1 — 2

Az eredményt (77.13)-mal egybevetve:

dy 1 Oy dy )

9y _ gde 14

ot V1 —12 (8t’ Bx (77.14)
Hasonlé szamolassal

dp 1 dp dp

o0 == (a0 )

Lathatjuk, hogy a gradiens meglehetésen furcsa ,,joszag”. x-et, illet-
ve t-t 2/ és t’ fiiggvényében az aldbbi képletek hatdrozzak meg [a (77.1)
egyenletet megoldottuk z-re és t-re|:

‘ t — oz’ x4+ vt

V1—0? v V1—vZ
Igy ,koteles” transzformalédni egy négyesvektor. A (77.14) és (77.15)
egyenletben azonban szamos el6jel hibés!

A hibédkat ugy kiiszoboljiik ki, hogy a hibds (0/0t, V) helyett a V,-vel
jelolt négydimenzios gradiensoperdtort a kévetkezdképp definidljuk:

9 o o o 0
v, = ((‘%’_v> _ (at’_ax’_ay’_az) . (77.16)

Ezzel a meghatarozdssal mdris eltiinnek az eldjelproblémdk, V,, pedig ugy
viselkedik, mint egy négyesvektor. (Ezek a negativ eljelek, ami igaz, az
igaz, elég furcsak, de mit lehet tenni, a természet ilyen.) Természetesen az
alatt, hogy V, ,ugy viselkedik, mint egy négyesvektor” , egyszerfien azt
értjiik, hogy valamely skaldr négyesgradiense négyesvektor. Ha ¢ valodi
skalar- (Lorentz-invarians) tér, akkor V¢ négyesvektortér.
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Idaig rendben is lennénk. Most pedig, hogy van méar vektorunk, gra-
diensiink, skalarszorzatunk, kovetkezo 1épésként keressiink egy invarianst
is, amely a haromdimenziés vektoranalizis divergenciajanak megfelelje.
Vildgos, hogy az analégia nyoméan V,b,-t kell képezniink, ahol b, vala-
milyen négyesvektortér, amelynek komponensei a tér és id6 fiiggvényei.
Valamely b, = (b, b) négyesvektor divergencidjit V,, és b, skalarszorza-
taként definidljuk:

0 0 0 0 0

(77.17)

ahol V- b a b harmasvektor kozonséges divergencidja. Az eléjelekkel va-
tosaknak kell lenniink. Néhény negativ elGjel a skalarszorzat (77.7) defini-
ci6jabol szarmazik, a tobbi azért sziikséges, mert V, térbeli komponensei
—0/0x stb., ahogy ezt (77.16) mutatja. A (77.17) egyenlettel definialt di-
vergencia invarians mennyiség, és az egymastél a Lorentz-transzformacié
miatt kiillonb6z6 koordindta-rendszerekben ugyanazt az eredményt adja.

Vizsgaljunk most egy olyan fizikai példat, amelyben a négyesdiver-
gencia jelenségét tanulmanyozhatjuk. Ez utébbi segitségével meg tudjuk
példaul hatarozni a mozgd vezetékek koriil kialakult tereket. El6zéleg mar
lattuk (65. fejezet 65.7. szakasz), hogy a ¢ elektromos toltés és a j dram-
stirtiség négyesvektort alkot: j, = (o,j). Ha egy toltés nélkiili vezetékben
Jz az aramslrliség, akkor az z-tengely mentén v sebességgel tovahaladé
rendszerben, a vezetékben a kévetkez6 toltés-, illetve aramstriiséget ész-
lelhetjiik [a kifejezéseket a (77.1) Lorentz-transzformécié alkalmazaséval
kapjuk]:

Ql — _ij j/ — ]x )

VI—02 T 1 =02

Ezek éppen azok a mennyiségek, amelyeket a 65. fejezetben egyszer mar
megkaptunk. Behelyettesitve ezeket a forrasokat a Mawxell-egyenletekbe,
mozgo rendszerekben is meghatarozhatdk a térerGsségek.

A toltésmegmaradds torvénye (lasd 65.2. szakasz) négyesvektor-jeloléssel
szintén egyszerd alaku lesz. A j, négyesdivergencidja:

.0 .
Vo = 8—f+v.J. (77.18)
A toltésmegmaradds torvénye szerint az egységnyi térfogatra esé kidram-
lasnak egyenlének kell lennie a toltéssiirliség idGegységre esé csokkenésé-
vel. Mas szavakkal
do
Vij=——.
1=
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Ezt a (77.18) kifejezéssel Osszevetve, a kovetkezd egyszerii alakban irhaté
fel a toltésmegmaradas torvénye:

Vyuju = 0. (77.19)
Minthogy V,j,, invaridns skaldr, ha értéke zérus valamely rendszerben, zé-
rus lesz barmely mas rendszerben is. Tehat ha a toltés valamely koordinata-
rendszerben megmarad, akkor minden egyenletes sebességgel mozgo rend-
szerben is megmarad.

Utols6 példaként tekintsiik a V, gradiensoperator 6nmagéval valé ska-
larszorzatat. Harom dimenzidéban ez a miivelet a Laplace-operatort adta:

V2 _v.v- 82 82 82

= . = W + ain + @
Szamitsuk ki, mit kapunk négy dimenziéban. Nem is nehéz. Alkalmazzuk
a skaldrszorzatrél, valamint a gradiensrél megismert szabalyokat:

00 0 0 0 0 0 o\
Cotor (‘ax) (‘ax> - (‘ay) (_8y> - <_az> <_6z> N
0? 9
=-— -V
ot?
Ez a kifejezés a haromdimenzids Laplace-operator megfelelGje; d’Alembert-
operator a neve, és kiilon jel6lése van:
82
*=V,V,= 5~ V2 (77.20)
gyesvektortérre alkalmazva egy 1j négyesvektorteret ad. [A szakiroda-
lom tanulmanyozasakor évatosaknak kell lenniink, ugyanis a d’Alembert-
operatort néha a (77.20) egyenlet (—1)-szeresével definidljak.]
Megtalaltuk tehat csaknem minden haromdimenziés mennyiség négy-
dimenziés megfelel§jét, amelyeket annak idején a 77.1. tablazatban fog-
laltunk 6ssze. (Még nem ismertitk meg a vektorszorzat, illetve a rotaci6
operatoranak analogonjait, erre majd csak a kovetkezo fejezetben keriil
sor.) Hasznos ezeket a fontos definiciékat, illetve leszdrmaztatott mennyi-

ségeket egy helyre felirni, ebbdl a célbdl allitottuk Gssze a 77.2. tablazatot.

77.4. Elektrodinamika négydimenziés jelolésmédban

A 70. fejezet 70.6. szakaszdban mar, nevének megemlitése nélkiil, beve-
zettiik egyszer a d’Alembert-operatort. A potencidlokra akkor felirt diffe-
rencidlegyenletek az 1j jelolésmdédban igy festenek:

0 .

Ryp=2, *a=21. (77.21)
€0 €0
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Harom dimenzi6

Vektor A=(A,,A,A,)
Skalarszorzat A-B=A,B,+A,B,+A.B,
Vektoroperator V = (0/0z,0/0y,0/0%)
o (O Oy O
Gradiens Vi = (81” 3y 02
Divergencia V- A= 04, 04y 04,
oz 872/ 0z
[ 02 0 02
Laplace-operator V- V= — +— + —

ox2 = Oy? + 072

Négy dimenzio

Vektor a, = (at, g, ay, az) = (as,a)
Skalarszorzat aub, = atby — agby —ayby —a.b, = aby —a-b
Vektoroperétor V, = (0/ot,—-0/0x,—0/0y,—0/0z) = (0/0t,—V)
. dp Op Op Op Op
d Yt At A A A Y b
Gradiens Vg gat oz 0y’ 02 at Ve
a;  Oay % da, %

+V-a

Divergencia Vua, =

o T or oy 0. o
d’Alembert-operdtor V,V,= -5 — 55— 55— 55 = 535 — v? =2

77.2. tdblazat. A vektoranalizis fontosabb mennyiségei hdrom és négy dimenziéban

A (77.21) két egyenletének jobb oldaldn all6 négy mennyisége rendre
0, Jz» Jys J=» 05zZtva eo-val. €9 univerzalis allandé és minden koordinéta-
rendszerben ugyanaz, feltéve, hogy minden koordinata-rendszerben ugyan-
azt a toltésegységet hasznaljuk. Igy a o/e¢, ju /<0, Jy/€0, j=/€0 mennyiségek
szintén négyesvektorokként transzformalédnak. Irjuk ket a Ju/€o alak-
ban. A d’Alembert-operator a koordindta-rendszer megvaltozasaval nem
valtozik, tehat a ¢, A, Ay, A, mennyiségeknek szintén négyesvektorokként
kell transzformélédniuk — ami azt jelenti, hogy egy négyesvektor kompo-
nensei. Réviden az

AH = (QD, A)

mennyiség egy négyesvektor. Az a mennyiség, amit skalar- vagy vektorpo-
tencidinak neveziink, tulajdonképpen ugyanannak a fizikai mennyiségnek
két kiilonb6z6 megnyilvanulasa és egyiivé tartozik. Ha pedig egyiittes jelo-
lésmédot alkalmazunk, a vilag relativisztikus invariancidja szembeszokévé
valik. A,-t négyespotencidlnak nevezziik.
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Négyesvektor-jelolésben a (77.21) egyenlet az egyszerti

24, =2 (77.22)
€0

alakot veszi fel. Fizikai tartalma pontosan ugyanaz, mint a Maxwell-
egyenleteké, nagy élvezetet jelent azonban az, hogy képesek vagyunk mind-
ezt ilyen elegans forméra hozni. A csinos forma 6nmaga is jelent vala-
mit: kozvetlentl ramutat az elektrodinamika invarianciajara a Lorentz-
transzformaciéval szemben.

Emlékezziink vissza, a (77.21) egyenletet a Maxwell-egyenletekbél gy
tudtuk levezetni, hogy egyidejiileg kittliztiik a
aﬁ—l—V-A:O (77.23)
ot
mellékfeltételt, ami masképpen irva: V,A4, = 0. E mellékfeltétel, amelyet
Lorentz-feltételnek neveznek, kimondja, hogy az A, négyesvektor négyes-
divergencidja zérus. Kényelmes ezzel a feltétellel dolgoznunk, mert inva-
ridns jellege biztositja, hogy a Maxwell-egyenletek a (77.22) formaban
minden koordinata-rendszerben érvényben maradjanak.

77.5. Mozg6 toltés négyespotencialja

Joéllehet az elmondottak tulajdonképpen mar magukban foglaljak, irjuk
le most kiilon-kiilon is azokat a transzformécios osszefiiggéseket, amelyek
valamely mozg6 rendszerben mért -t és A-t a nyugvo rendszerben talalt
¢ és A fiiggvényében adjik meg. Minthogy A, = (¢, A) négyesvektor, a
keresett egyenleteknek ugyanigy kell kinézniiik, ahogyan (77.1), azzal a
kiilonbséggel, hogy t helyébe p-t, x helyébe pedig A-t tesziink.

Azaz:

o = LU‘%’ Al = A,

, Vai Tve (77.24)

A, = WpereL A, =A,.

Feltételeztiik, hogy a vesszOs koordinata-rendszer a vesszétlenben mérve
v sebességgel mozog a pozitiv x irdny mentén.

A négyespotencial fogalmanak hasznossiagat most egy példan keresz-
til mutatjuk be. Szamitsuk ki az z-tengely mentén v sebességgel haladé
q t0ltéstd] szarmazo skalar- és vektorpotencialt! A toltéssel egyiitt mozgd
koordinata-rendszerben kénnyen kiszamithatjuk ezeket a mennyiségeket,
mivel ebben a rendszerben a toltés nyugalomban van. Legyen a toltés az
S’ rendszer kozéppontjdban, ahogy az a 77.2. dbran lathat6. A skaldrpo-
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tencial ebben a mozg6 rendszerben
/ q
=—) 77.25
1.4 4regr! ( )
ahol 7 a ¢ toltés tavolsdga a tér P pontjatdl az S’ rendszerben . Az A’
vektorpotencial természetesen zérus.

77.2. 4bra. S’ rendszer v sebes-
séggel mozog S-hez képest (az x
irdny mentén). Az S” kézéppontja-
ban nyugvd toltés az S rendszerben
az x = vt helyen tartézkodik. A P
pontban levé potencidlok mindkét
rendszerben kiszamithaték

A nyugvé koordinata-rendszerben mért ¢ és A potencidl marmost igen
egyszertien adédik. A (77.24) egyenletben szerepld Osszefiiggés megfordi-
tasabol

_ P44 o
T e T

/ / (77.26)
L T R

Felhaszndlva a (77.25)-tel meghatdrozott ¢-t, valamint azt, hogy A’ = 0,
o q 1 _q 1
o dmeg /1 — 02 Ameo /1 — 0232+ y2 + 22
Ez utébbi 6sszefiiggés ugyanazt a ¢ skalarpotencialt adja meg, amelyet S-
ben észlelnénk, sajnos azonban S’ koordinataival. A (77.1) alkalmazdséval
viszont t', 2’1y’ és /-t kifejezhetjik ¢, xz,y és z-vel. A kovetkezdt kapjuk:

q 1 1
L S \/[(w SN T (77.27)
Ugyanezt az eljarast kovetve, A komponensei esetén megmutathatd, hogy
A =vop. (77.28)
Az igy kapott kifejezések ugyanazok, mint amelyeket a 73. fejezetben mas
modszerrel mar levezettiink.

77.6. Az elektrodinamika egyenleteinek invarianciaja

Lattuk, hogy a ¢ és A potencidlok egyiittesen négyesvektort alkotnak,
amelyet A,-nek neveztiink, és hogy a hullimegyenletek — A,-t a j,-vel
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meghatédrozé teljes egyenletrendszer — a (77.22) egyenlet kapcsan megis-
mert formaban irhaté fel. Ez az egyenlet, valamint a toltés megmaradasa
(lasd (77.19) egyenlet] adja az elektromagneses tér alapegyenletét:

L :
024, = e/ Vuju = 0. (77.29)

Konyviink ilyen paranyi helyén elfér az egész Maxwell-egyenletrendszer
— elegdnsan és egyszeriien. Vajon szarmazott-e valami hasznunk beldle,
hogy az egyenleteket ilyen formédban irtuk fel, azon kivil, hogy egysze-
riiek és szép formdajuak? Adddott-e valami kiilonbség a régihez képest,
amikor mindent kifrtunk komponensenként? Le tudunk-e vezetni valami
olyat az \j egyenletekbdl, amelyet az dramok és toltések segitségével a po-
tencidlokra felirt hullaimegyenletekb&l nem tudnank megkapni? A vélasz
hatarozott nem. Nem tettiink semmi mast, mint hogy mas nevet adtunk
mindennek az 1j jelolések bevezetésével. Egy négyzetet rajzoltunk dif-
ferencialhdanyadosok jelképezésére, ez azonban ezutan sem jelent semmi
mast, mint a ¢ szerinti masodik derivaltat, minusz az = szerinti masodik
derivalt, minusz az y szerinti méasodik derivalt, minusz a z szerinti méa-
sodik derivalt. A p pedig arra utal, hogy négy egyenlettel van dolgunk,
u = t,x,y vagy z mellett kiillon-kiilon eggyel. Akkor hat mi a jelentOsé-
ge annak, hogy az egyenletek ilyen egyszerii alakban irhatok fel? Olyan
szempontbdl, hogy kozvetleniil levezessiink beldliik valamit, semmi. Eset-
leg azonban az egyenletek egyszertisége arrél tantskodik, hogy a természet
maga is bizonyos moédon egyszerti.

Bemutatok Onoknek valami érdekeset, amit épp az imént fedeztiink
fel. A természet Gsszes torvénye egyetlen egyenletben foglalhato Gssze:

U=0. (77.30)
Milyen egyszerii ez az egyenlet! Sziikséges természetesen tudnunk, mit
jelent a U szimbdlum.

U valamilyen fizikai mennyiség, amelyet a kiragadott fizikai helyzet
Ltermészetellenességének” neveziink. Kiszamitasara képlet all rendelkezé-
siinkre. Ime, igy kell a fizikai 1ényeget meghatéroznunk. Vesziink minden
fizikai torvényt, majd egy sajatsagos alakra hozzuk Oket. Legyen egy ki-
ragadott torvény példaul a mechanika torvénye: F = ma, amelyet igy
frunk fel: F — ma = 0. Az (F — ma) mennyiséget — amelynek természe-
tesen zérusnak kell lennie — elnevezziik a mechanika ,,illesztetlenségének”.
Kovetkezo 1épésként ezt az illesztetlenséget négyzetre emeljiik, és Ui-gyel
jeloljiik, és ezt elnevezziik a mechanikai jelenségek , természetellenességé-
nek”. Mas széval, képezzik a

Uy = (F — ma)? (77.31)
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mennyiséget. Ezutdn vesziink egy masik fizikai torvényt, mondjuk, azt,
hogy V - E = p/e¢, és definidljuk az

2

U = <V -E — Q)
€0

mennyiséget, amelyet a ,villamossdgtan Gauss-féle természetellenességé-
nek” kereszteliink el. Az eljardst tovabb folytatva felirjuk Us-at, Ug-et, s
igy tovabb, minden ismert fizikai torvényre egy U-t.

Végil a vilag teljes 1ényegén az egyes részjelenségek U; természetelle-
nességeinek Osszegét értjik, vagyis U = > U;. A természet ,nagy torvé-
nye” ezutan igy fest majd:

U=0. (77.32)
Ez a ,torvény” azt jelenti, hogy az egyes ,illesztetlenségek” négyzeteinek
Osszege zérus; masrészt viszont egy négyzetekbdl allo Gsszeg csak gy lehet
zérus, ha maguk az egyes tagok is kiillon-kiilon zérussal egyenlok.

A (77.32) altal leirt ,,csodédlatosan egyszeri” torvény tehét tulajdon-
képpen az eredetileg felirt egyenletekkel egyenértékii. Ennélfogva teljesen
nyilvanvalé, hogy valamely egyszerii jelolés, amely szimboélumainak egy-
szerliségével csupan elfedi bizonyos dolgok Gsszetettségét, valdjaban nem
tantskodik igazi egyszeriiségrol. Az egész nem mas, mint szemfényvesz-
tés. A (77.32) egyenletben megnyilvanul6 elegancia — amely onnan adédik,
hogy sikeriilt elrejteni benne egynéhany egyenletet — nem més, mint 6n-
amitas. Ha legongyolitenénk az egészet, ugyanoda keriilnénk vissza, ahon-
nan elindultunk.

Az elektromdagnesesség torvényeinek (77.29) képletben felirt alakja az
egyszeruségen kiviil azonban még tobbet is jelent. To6bbet mond ugyanab-
ban az értelemben, mint ahogyan a vektoranalizis elmélete is tobbet tar-
talmaz. Az a tény, hogy az elektroméagneses egyenletek felirhatdk egy igen
kiilonos, a Lorentz-transzformaciok négydimenzios geometridjahoz késziilt
jelolésmdédban — mas szavakkal, egyenleteink vektoregyenletekként irhaték
fel a négyestérben —, azt jelenti, hogy invariansak a Lorentz-transzforma-
cidkkal szemben. Vagyis pontosan azért lehet egyenleteinket ilyen elegans
formaba o6ltoztetni, mert a Maxwell-egyenletek ezekkel a transzforméci-
okkal szemben invariansak.

Nem véletlen tehat, hogy az elektrodinamika egyenleteit a (77.29)
egyenlet elegans alakjaban tudjuk felirni. A relativitas elmélete azért fej-
l6dott ki, mert kisérletileg azt taldltdk, hogy a Maxwell-egyenletek altal
megjosolt jelenségek ugyanazok minden tehetetlenségi rendszerben. Epp
a Maxwell-egyenletek transzformaciés tulajdonsidgainak tanulmanyozasa
vezette el Lorentz-et a réla elnevezett transzformacié felfedezéséhez, s ki-
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dolgozott egy olyan transzforméciot, amely a Maxwell-egyenleteket inva-
ridnsan hagyja.

Van azonban més okunk is arra, hogy egyenleteinket igy irjuk fel. Eins-
tein elézetes megsejtése nyoman ugyanis felfedezték, hogy minden fizikai
torvény invaridns a Lorentz-transzformacioval szemben. Ez a relativitas
elve. Olyan jelolést kell tehat kitaldlnunk, amely azon nyomban elarulja,
hogy a felirt torvény invarians-e vagy sem, s ez biztosit benniinket arrél,
hogy 1j elméletek feldllitasa soran csak olyan egyenleteket probalgatunk
ki, amelyek nem mondanak ellent a relativitas elvének.

Nem csoda tehat, hogy a Maxwell-egyenletek egyszeriikké valnak eb-
ben a sajatsiagos jelolésmodban, hiszen a jelolésmdd kigondolasanal épp
ezeket vették figyelembe. Az azonban érdekes tény, hogy a fizika bdrmely
torvényének — a mezonhullamok tovaterjedésétol kezdve a neutrindk visel-
kedéséig a B-bomlasban — rendelkeznie kell ugyanezzel az invarianciatulaj-
donsdggal ugyanazon transzformaciéval szemben. Igy ha egyenletes sebes-
séggel haladé tirhajoéban lennénk, a természet minden torvénye egytiittesen
olyan médon transzformélédna, hogy egyetlen 1j jelenség sem lépne fel.
A kornyezo vildgot leir6 egyenletek tehat azért lesznek olyan egyszeri for-
majuak, ha négydimenzids vektorokkal irjuk le 6ket, mert a relativitas
elve természeti tény.



